Przykladowe rozwiazanie zadania 1

Oczywidcie rozwazana w zadaniu funkcja z — z sin(mz) / (2°+22+5)
nie jest na prostej rzeczywistej catkowalna w sensie Lebesgue’a:

xsin(mx) n+0,75 T
dz > i - ‘—( d
/ ‘.CUQ + 21’ + 5 v ng /7;4_0’25 ’ Sln(ﬂ-x)’ 372 + 21‘ + 5 v

/n+0 ,75 i 1/2
40,25 x+2—|—5x—1_ n+s
Czynnik sm(m;) ma jednak na prostej rzeczyvvlstej ograniczona funkcje
pierwotna — cos(wxz)/7, a czynnik z /(2% + 2z + 5) jest dla |z > 2024
monotonicznie zbiezny do zera zarowno przy r — oo, jak i wtedy,

gdy * — —oo, wiec na mocy kryterium Dirichleta zbieznosci catek
niewtasciwych zbiezne sa calki niewlasciwe

/ xsin(mx) e
0 x?24+2r+5
O gsin(rx)
/ _LInTT)_ g,
o T2+ 2245
czyli zbiezna jest calka niewlasciwa

*  xsin(rr) , b rsin(rz)
————dz =1 ———d
/_Oox2+2x+5 v a—>—olor,nb—>oo/a 22 4+2x+5 ’

i — w szczegolnosci — spelniona jest réwnosé

/°° zsin(mx) dr — lim /R xsin(mx) 4o

e P24 22 45 R—oo |_pa?+2x+5

oraz

Te ostatnia granice wystarczy wiec wyznaczy¢, by rozwiazaé¢ zadanie.

Uwaga: Granice te nazywa si¢ wartoscia glowna calki i oznacza si¢ ja
symbolem p.v. (skrét zwrotu principal value):

R : - .
. xsin(mx) zsin(mr)
1 —————dz =p.v. ———d
R pr2+2r+5 ‘ pv/mx2+2x+5 v

Przyklad (ostrzezenie): Wprawdzie

[e'¢) R
p.V./ rdr = lim rdr =0,

S R—oo J_p

lecz nie istnieje granica

b
lim / xdx,
a——00, b—oo
a
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gdyz

n2

. (A2 _
7}1_1)1010 - rdr = (n n)/2—oo,
za to
. (2 4 _
nh_r)rolo _2:cd:c—(n n)/2— 00.

n
Wida¢ wiec, ze implikacja odwrotna do oméwionej powyzej nie musi
by¢ prawdziwa: z istnienia wartosci gtéwnej calki niewlasciwej nie
wynika zazwyczaj zbieznosé tej catki — dlatego wtasnie skorzystalismy
ze szczegblnych wlasnosei funkeji @ — zsin(mz) / (2? + 2z + 5).

Obliczymy wartos¢ gtéwna badanej calki, korzystajac z calkowania
po poétkolistym konturze 'y = v wyznaczonym przez gltadkie krzywe
ng : [-R,R] — C oraz vg : [0,m) — C okreslone, odpowiednio,
wzorami

nr(t) =t, vr(t) = Re".
Poniewaz nr(R) = R = vg(0) oraz yr(m) = —R = ngr(—R), to g jest
krzywa zamknieta kawatkami klasy C*.

Latwo sprawdzi¢, ze 2% + 2z + 5 = (2 — (21 — 1)) (2 + (2i + 1))
dla kazdego z € C. Funkcja z — f(z) = zei“/(z2 +2z+ 5) jest zatem
na zbiorze C\{2i—1, —2i—1} iloczynem funkcji holomorficznych, a wigc
jest na nim holomorficzna, skoro zas w punktach z = 2i — 1 oraz z =
—2i—1 czynniki 2z oraz €™ przyjmuja wartosci rézne od zera, to obie te
osobliwosci punktowe sa biegunami prostymi (tzn. jednokrotnymi, czyli
rzedu jeden) owej funkcji. Gdy R > /5, to indeks krzywej zamkniete;
['g wzgledem punktu 2i —1 jest réwny 1, a jej indeks wzgledem punktu
—2i — 1 jest zerowy. Na mocy twierdzenia o residuach

zel™? . :
/FRmdz =2mi-res(f;2i —1).
Funkcja holomorficzna g : C\ {—2i — 1} — C okreslona wzorem
g(z) = 2™ [ (2 4+ 21 + 1)
rozwija si¢ wokol punktu 2i — 1 w szereg potegowy:
g(z) = ug + Zun(z — (21— 1))”
n=1

dla pewnych liczb zespolonych wug, uy, us, ... Promien zbieznosci tego
szeregu to 4 (odleglo$¢ miedzy punktem 2i — 1 a jedyna osobliwoscia
punktowsg funkcji g, czyli punktem —2i—1), ale w naszych rozwazaniach
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istotne jest tylko to, ze promien ten jest wiekszy od zera. Kladac
z = 2i — 1, otrzymujemy zatem rownosé

i (2i 21—1 . .
up = g(2i — 1) = (20 — )™V /(21— 1) +2i + 1) = 14. Q2% i
1
2. i 2 ] —2m —27
= 12; 1 efZW,(COS(—W)—FiSin(—ﬂ')) = %627{(_1) _ (S 5 —ie4

Poniewaz dla wszystkich z z otwartego otoczenia punktu 1 — 2i mamy

f(2) = g(2)/ (z—(21—1)) = uo(2—(2i—1)) +u1+z Un i1 (2—(2i-1))",

to ) )
e— ™ e— Y
21— 1) =wuy= — — i
res(f;21 — 1) = wy 5 b
totez
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—dz+/ —dz:/ —dz
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imz —2m —2m
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e—27r e—27r
S 5~ re 2= " 5~ e 2"
Zauwazmy, ze ™ > 0, a
2 271
lim ———— = lim =0,
lz|mo0 22 + 22+ 5 |zlo00 1 + 2271 4 5272
wiec na mocy lematu Jordana
lim 2; ™ dz =0,
R—oo ) 2%+ 2245
czyli
imz —27
lim ZL dz = e — we M,
R—o0 [7R,R]Z +22+5 2

To pozwala nam zakonczy¢ rozwiazanie zadania:
/R Zssin(m:) dr — /R z Im(e™) 4y — /R - T e dz
_pr?+2x+5 R:B2+2:B+5 R x2+2x+5

—Im/ dx—Im/ —dz,
R$2+2$+5 RR]Z +22+5

wiec
R . iz
lim / M dz = Im lim = dz = —me %",



Przykladowe rozwiazanie zadania 2

Oprécz wskazanego w zadaniu wielomianu P okreslonego wzorem
P(z) = 42° 4+ 622 + 1 rozwazmy wielomiany @ oraz R okreslone,
odpowiednio, wzorami Q(z) = 42° i R(z) = 62%. Funkcje wielomianowe
P, @ oraz R sa holomorficzne na calej plaszczyznie zespolonej (czyli
calkowite). Zadajmy gladkie krzywe zamknigte v;,7v, : [0,271] — C
wzorami, odpowiednio,

n(t) = e’ 72(t) = 2",
skad wynika, ze 77 = 0D(0,1) = C(0,1) oraz v = 0D(0,2) = C(0,2),
przy czym indeks krzywej v; wzgledem kazdego punktu kota D(0,1)
i indeks krzywej 72 wzgledem kazdego punktu kota D(0, 2) réwny jest 1,
indeks krzywej v, wzgledem kazdego punktu zbioru C\ D(0, 1) i indeks
krzywej v, wzgledem kazdego punktu zbioru C\ D(0, 2) réwny jest za$ 0.
Poniewaz kazda liczba z € 77 spelnia warunek |z| = 1, a wigc takze

|P(2)—R(2)| = [42°+1| < |[42°|+|1| = 4|2]°+1 =5 < 6 = 6|2]* = |R(2)|,

czyli w szczegdlnosci |P(z) — R(2)| < |R(z)], to na mocy twierdzenia
Rouchégo wielomiany P i R maja w kole D(0,1) taka sama liczbe
pierwiastkéw (liczac z krotnosciami). Skoro zatem wielomian R ma
na plaszczyznie zespolonej tylko jedno miejsce zerowe, i jest ono pier-
wiastkiem krotnosci dwa w punkcie z = 0 nalezacym do kota D(0,1),
to réwniez wielomian P ma w kole D(0,1) doktadnie dwa pierwiastki,
liczac z krotnosciami. Podobnie rozumujac, zauwazamy, ze poniewaz
kazda liczba z € v spelnia warunek |z| = 2, a wigc takze
|P(2) —Q(2)| = 162" + 1] < [62%| + 1] =6[2|* +1=6-2"+1=25
<128 = 4-2° = 4]z)° = |42°] = |Q(2)],
czyli w szczegdlnosci |P(z) — Q(2)| < |Q(z)], to na mocy twierdzenia
Rouchégo wielomiany P i () maja w kole D(0,2) taka sama liczbe
pierwiastkéw (liczac z krotnosciami). Skoro zatem wielomian () ma
na plaszczyznie zespolonej tylko jedno miejsce zerowe, i jest ono pier-
wiastkiem krotnosci pie¢ w punkcie z = 0 nalezacym do kota D(0,2),
to réwniez wielomian P ma w kole D(0,2) dokladnie 5 pierwiastkéw,
liczac z krotnosciami. Stad wnioskujemy, ze w zbiorze

{zeC:1<|z| <2} =D(0,2)\ D(0,1)

wielomian P ma, liczac z krotnosciami, doktadnie 5-2=3 pierwiastki.
Zaden z nich nie nalezy do okregu {z € C : |z| = 1}, bo wykazalismy
juz, ze gdy |z| = 1, to |P(2) — R(z)| < |R(2)|, a zatem |P(z)| >
|R(2)|—|P(2)— R(z)| > 0, czyli |P(z)] # 0. Wielomian P ma wigc trzy
pierwiastki (liczac z krotnosciami) w pierécieniu {z € C: 1 < |z| < 2}.
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Egzamin zerowy — Funkcje Analityczne
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e Prosze pisaé¢ rozwiazanie kazdego zadania na osobnej kartce.

e Kazda kartke prosze podpisa¢: imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz numerem
grupy ¢wiczeniowej lub nazwiskiem osoby prowadzacej ¢wiczenia.

e Czas pisania: 180 minut.

Zadanie 1 (10 p.)
Policz catke

/+°° rsin(rx)

———— dx.
oo X242 +5

Zadanie 2 (5 p.)
Zbadaé liczbe zer (uwzgledniajac krotnogei) wielomianu P(2) = 425 4+ 622 + 1 w pierécieniu {z € C: 1 <
|z| < 2}.

Zadanie 3 (15 p.)
Rozwazmy funkcje

f(z):eXp(mHQ)_ (24 1)(z - 3)

100 — 22 ) (2 —2i)(z +4i)

(a) (5 p.) Znajdz wszystkie punkty osobliwe funkcji f i okresl ich typ.
(b) (5 p.) Niech Q@ = {z € C: 3 < |z| < 4} oraz rozwazmy droge zamknieta v: [0, 1] — 2, dang wzorem
v(t) = % exp(4mit). Wyznacz wartosé catki

L J}’g’; dz.

(¢) (5 p.) Czy na obszarze (Q istnieje holomorficzna gataZ funkcji log(f)?

Rozwiazanie:

(a) Funkcja f jest holomorficzna na obszarze @ = C \ {24, —4¢,10, —10}. W punktach z = 24, —4i
mamy bieguny rzedu jeden. Aby okresli¢ typ osobliwosci w nieskonczonoéci, policzmy granice

lim f(z) =e?,

Z— 00

zatem w nieskonczonosci funkcja f ma osobliwo$¢ usuwalng. Pozostaje nam tylko zbadaé za-
chowanie funkcji f w otoczeniach punktéw z = +10.




Najpierw zauwazmy, ze

(10+z2> ( 11 1 11 1 >
exp| ——— ) =exp| -1+ — 4+ —= =

100 — 22 2 10—z 2 10+z2

=e!ex a ! ex LE
- Plo " 10-2 Pl 1042/

Zatem w pewnym otoczeniu V punktu z = 10 funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci

1o = (4 s )

gdzie funkcja h jest holomorficzna na tym otoczeniu. Na otoczeniu V mamy

+oo
11 1 117
eXp(Q'lo—z> _ZE'Qn(lo—z)w

zatem, korzystajac z charakteryzacji punktéw osobliwych w terminach szeregu Laurenta, wnio-
1

10—z

funkcja f ma istotna osobliwo$¢ w punkcie z = 10.

skujemy, ze funkcja exp 1—21 . ) ma istotng osobliwo$é w punkcie z = 10. W konsekwencji

Podobnie sprawdzamy, ze funkcja f ma istotna osobliwos¢ w punkcie z = —10.
Niech Z(f) i B(f) beda zbiorami zer i biegunéw, odpowiednio, funkcji f wewnatrz dysku
D(0, ). Na mocy zasady argumentu mamy

1 [
2mi J., f(2)

dz = Z Ind, (2)m(z) + Z Ind, (2)m(z),

2€Z(f) beB(f)
gdzie m(z) oznacza krotno$¢ f w punkcie z. Mamy

Z(f) ={-1,3}, B(f) = {2}
Dla z € Z(f) U B(f) mamy

Ind,(z) = 2,
oraz
m(z) = {1—1 . 2 g((;;
Podsumowujac,
L J;((ZZ)) dz = 2mi (2+ 2 — 2) = 4mi.
Gdyby na obszarze ) istniala holomorficzna galaz ¢ funkcji log(f), wéwezas funkcja ¢ byla-

by funkcja pierwotna funkcji fTI To by oznaczalo, ze dla dowolnej drogi zamknietej v w

mieliby$my / 2)
“) gy = 0.
v f(2)

W poprzednim punkcie znalezliSmy przyktad drogi zamknietej w €2, dla ktérej powyzsza catka
nie znika. Zatem na obszarze ) nie istnieje funkcja pierwotna funkcji fT W konsekwencji na
obszarze €2 nie istnieje holomorficzna galaz funkcji f.
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Zadanie 4 (10 p.)

Znajdz maksymalny (w sensie inkluzji) obszar, na ktérym caltka

definiuje funkcje holomorficzng.

Rozwiagzanie:

Zacznijmy zatem od rozstrzygniecia dla jakich z € C istnieje catka

1 2%t
/ © dt.
2t

Powyzsza calka istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje calka
! L exp (Re(22)t
/ dﬁ/ oxp (Re(=)t)

2—t
Zatem dla Re(z?) < 0 powyzsza calka jest nieskoficzona, a dla z € Q = {z € C: Re(z?) > 0},
powyzsza calka jest skonczona.

eth

2—t

— 00

Zadanie mozna rozwiaza¢ dwoma metodami: przy pomocy twierdzenia Weierstrassa lub twierdzenia
Morery. Omoéwimy najpierw rozwiazanie korzystajace z twierdzenia Weierstrassa.

Rozwiagzanie nr 1 korzystajace z twierdzenia Weierstrassa.

Korzystajac z jednego z twierdzen z wykladu stwierdzamy, ze dla dowolnych a < b < 2 calka

b 2%t
/ ©
o 2—1
definiuje funkcje holomorficzna na Q. W szczegdlnosci, dla kazdego n > 1 otrzymujemy funkcje
holomorficzng na €2 dang przy pomocy catki

1 ez2t
fn(z)z/_n%t dt.

Dodatkowo, dla kazdego z € €2 mamy

1 622t
lim fn(z):/ dt.

n—-+4oo — 0 Q—f

Na mocy twierdzenia Weierstrassa, jesli na zbiorze otwartym Q¢ C  funkcje f, zbiegaja niemal
jednostajnie, wowczas ich granica jest funkcja holomorficzna.

Ustalmy teraz dowolne r > 0. Jedli Re(22) > r, wéwczas dla dowolnych n,m € Z, takich, ze m > n,

mamy
-n €z2t
/ i
o 2—t

—n 2 —n
</ exp(Re(:)1) | 1 / ot
2—t n+2

—m —m

_ 1 1 (—rn —rm)<
T n+2 r € € =

1 1
n+2 r

n—-+o0o
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Stad, dla dowolnego € > 0, istnieje n > 0, ktére bedzie zalezalo od r, takie, ze dla dowolnego m > n
mamy
eZ

£a(2) — (2] = ’ =Y

< €.

Zatem, ciag funkcji f,, zbiega jednostajnie do swojej granicy na zbiorze {z: Re(z?) > r}. W kon-
sekwencji, f, zbiega niemal jednostajnie do swojej granicy na zbiorze () i granica jest funkcja holo-
morficzng na €.

7 racji tego, ze w zadaniu bylo pytanie o maksymalny obszar, to jako odpowiedZ mozna podaé
dowolng ze skltadowych spdjnych zbioru €, tj.

Q, = {2z € C: Re(z?) >0, Re(z) > 0},
Q_ ={z € C: Re(z?) >0, Re(z) < 0}.

Rozwiazanie nr 2 korzystajace z twierdzenia Morery.
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